
第一次习题课讲义

常运航

1 第一二周作业

作业 1.1 (课本 14.1.3) 写出如下命题的否定：存在N，使得任意正偶数都

能表示成不超过 N 个素数的和。

证明. 解答略，注意任意和存在的否定即可。

作业 1.2 (课本 14.1.5) 利用量词规则表述区间上函数的一致连续性以及
否命题。

证明. 回忆 B1中的定义：

原命题 ∀ε, ∃δ, ∀x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| < ε

否命题 ∃ε, ∀δ, ∃x, y ∈ [a, b], |x− y| < δ ⇒ |f(x)− f(y)| ≥ ε

作业 1.3 (课本 14.1.7) N 的有限子集构成的集合是可数集合还是不可数
集合？证明你的答案。

证明. 是可数集合。将这些子集按包含元素的个数分类，总共可数种，每
种都只有可数个子集，可数个可数集的并仍然是可数的。

作业 1.4 (课本 14.1.8) 证明：有理数集合 Q是可数集合。

证明. 按照提示，将Q\{0}写成集合Qk = {±j/k|j ∈ N}(k ∈ N)的并，这
里面每个集合都是可数的，并起来当然是可数的。
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作业 1.5 (课本 14.1.9) 证明：一个不可数集合里一个可数子集合的余集仍
是不可数集合。

证明. 反证法。若可数的话把这两个集合并起来原来的集合就可数了。

作业 1.6 (课本 14.1.10) 证明：可数个可数集合的直积是不可数集合。

证明. 注意区分直积和并两种运算。下面我们仿照 2N 是不可数集合的

证明。设这些可数集合 Aj = {aji}∞i=1 ，A =
∞∏
j=1

Aj ，假设 A 是可数集

合，将所有的元素排成一排，下面构造一个元素一定不在这个排列里。设

c = (ci)
∞
i=1 = (c1, c2, . . . )，取 ci 不同于这一排第 i个元素的第 i个分量，

可以得到 c与这一排的所有元素都不可能相等。

上面的证明没有用到书上的提示直接给出了反例的选取，如果考虑

提示会更加直观。设 Bj = {0j, 1j}是 Aj 的子集，B =
∞∏
j=1

Bj，B是 A的

子集，只要证明 B 不可数 A自然就不可数（思考一下为什么）。我们依

然利用反证法，假设 B 可数，比方说将其排成一排（这个是随便排的方

便举例子）：

(1, 0, 0, 0, . . . )(1, 0, 0, 0, . . . )(1, 0, 1, 0, . . . )(0, 1, 1, 1, . . . ) . . . (1)

那我们反例中的 c就应该取 c1 = 0, c2 = 1, c3 = 0, c4 = 0以此类推，与这

一排第 i个元素的第 i个分量不同即可。

作业 1.7 (课本 14.2.6) 一个正有理数 Cauchy列能与一个负有理数 Cauchy
列等价吗？

证明. 当然是可以的，比如 { 1
n}就和 {− 1

n}等价。

作业 1.8 (课本 14.2.7) 证明：代表一个实数的的有理数 Cauchy列的集合
是不可数集合。

证明. 由下面的 9 知我们可以只考虑等价到 0 的 Cauchy 列。取 Qn =

[−1/n, 1/n] ∩ Q，可知 Qn 可数，而由 14.1.10知
∞∏
n=1

Qn 不可数。我们可
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以自然地构造一个从
∞∏
n=1

Qn到等价到 0的 Cauchy列的一个单射，从而这

个 Cauchy列的集合不可数。

作业 1.9 (课本 14.2.9) 设代表两个实数 x, y 的有理数 Cauchy列的集合分
别为 A,B。证明：A,B 具有相同的基数。

证明. 只要构造 A到 B的一个双射即可。设代表 x, y的某一个 Cauchy列
为 {xn}, {yn}，对任意代表 x的 Cauchy列 {an}，构造 f({an}) = {an +

yn − xn}即可。（需要证明一下这个和 y等价以及 f 为双射）

作业 1.10 (课本 14.2.11) 设 x 为实数，证明：存在一个代表 x 的有理数

Cauchy列，使得对所有 n，xn < xn+1。

证明. 思路 1：一个自然的想法就是用十进制小数来逼近。当 x本身就是

有限位小数时构造 {x− 1
n}即可，否则就可以对 x取小数前 n位截断。（严

格的证明留作练习）

思路 2：（由沈助教提供）

图 1: 思路 2
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作业 1.11 (课本 14.2.13) 设 x为正实数，证明：存在一个代表 x的有理数

Cauchy列，它的每一项都可以表示为 p2/q2，其中 p, q为整数。

证明. 对 x，选取 p1, q1 ∈ Z使得

(
p1 − 1

q1
)2 < x < (

p1
q1
)2

令∆1 = (p1/q1)
2− ((p1−1)/q1)

2 = (2p1−1)/q21，qn = nq1，选取 pn依然满

足上式，可以见到 pn ≤ np1。从而有 ∆n ≤ ∆1/n，这就是所求的 Cauchy
列。

作业 1.12 (课本 14.3.1) 证明：每个实数有唯一的实立方根。

证明. 仿照书本例 14.3.1的二分法构造即可。

作业 1.13 (课本 14.3.2) 设 {xn} 是满足 |xn| ≤ 1/2n 的实数列，设 yn =

x1 + · · ·+ xn。证明：数列 {yn}收敛。

证明. 直接说明一下 {yn}是 Cauchy列，放缩即可。

作业 1.14 (课本 14.3.6) 设一个有界数列 {xn}是一个单调增数列 {yn}与
单调减数列 {zn}的和，问 {xn}收敛吗？如果再假设 {yn}, {zn}有界呢？

证明. 第一问显然不正确，反例可构造为 {yn} = {3n}, {zn} = {−3n +

(−1)n}(n ∈ N)。假设二者有界时，两数列必然有极限，可以证明 {xn}的
极限就是两个极限的和（证明留作练习）。

作业 1.15 (课本 14.3.7) 设E是R的非空子集，且 y是两个数列 {xn}, {yn}
的共同极限，其中 xn ∈ E，yn是 E 的上界。证明：y = supE。

证明. ∀x ∈ E, ∀n, yn ≥ x ⇒ lim
n→∞

yn = y ≥ x，即 y也是E的一个上界。设

∃y′ < y也是一个上界，记 y−y′ = ε，对此 ε，∃N,n > N 时有 |xn−y| < ε，

从而 xn > y′矛盾。

作业 1.16 (课本 14.3.9) 是否存在一个数列，它的极限点集合恰好为 1, 1/2, 1/3, . . .。
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证明. 不存在，可以证明 0一定也是这个数列的极限点。

作业 1.17 (课本 14.3.17) 证明：数列 {xj}, {yj}的混合数列 x1, y1, x2, y2, . . .

的极限点集合是两个原数列极限点集合的并。

证明. 易知后者一定是前者的子集，只要说明混合数列不会产生新的极限
点即可。对混合数列的任何收敛子列，其中一定有 {xn}或 {yn}的中无限
项，因此这个收敛到的极限点一定还属于原来的两个极限点集合中。

作业 1.18 (课本 14.3.21) 设 {xn}是单调递减的正数列，
∞∑
n=1

xn收敛。设 P

表示从级数
∞∑
n=1

xn中任意抽取有限或无限项求和所得数的全体。证明：P

是一个区间当且仅当对任意 n有

xn ≥
∞∑

j=n+1

xj

.

证明. 由题意知 lim
n→∞

xn = 0。

”⇐”：当 xn ≤
∞∑

j=n+1

xj, ∀n > 0时，证明 P = (0,
∞∑
n=1

xn]。

∀a ∈ (0,
∞∑
n=1

xn)，设 a不能写成有限项之和。取 x0 =
∞∑
n=1

xn，∃xi1, i1 ∈ N

使得 xi1 < a < xi1−1。

又 xi1 +
∞∑

j=i1+1

xj ≥ xi1−1 ⇒ xi1 < a < xi1 +
∞∑

j=i1+1

xj。

∃xi2 使得 xi1 + xi2 < a < xi1 + xi2−1, i2 > i1。

又 xi2 +
∞∑

j=i2+1

xj ≥ xi2−1 ⇒ xi1 + xi2 < a < xi1 + xi2 +
∞∑

j=i2+1

xj。

如此构造数列 {xin}，由 ∀ε > 0, ∃N, iN > N, |
∞∑

j=iN+1

xj| < ε可以得

到
∞∑
n=1

xin = a。
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”⇒ ”：反证，设 ∃n, xn >
∞∑

j=n+1

xj，取 a ∈ (
∞∑

j=n+1

xj, xn)，知 a不能

被写成 {xn}的有限或无限项之和，与 P 是一个区间矛盾。
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